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Let l/> 7 denote a prime number and let K denote a number field. To an elliptic 
curve defined over K, endowed with a K-point of order /, we associate an elliptic 
Gauss sum; the prime ideal factorisation of this new sum then leads naturally to the 
construction of a quadratic Stickelberger lement. 9 1991 Academic Press, Inc. 
INTRODUCTION ET RESULTATS 
On d6signe par l un nombre premier, l ~> 7. Soient (l, une racine primitive 
/-i6me de l'unit6 et A le  groupe de Galois sur Q de l 'extension cyclotomique 
Q((t). Nous d6finissons l'616ment de Stickelberger 0 de Q [A ] par l'6galit6: 
/ - -1 
0=(1/ l )  ~ ta t  I (1) 
t= l  
ot~ tr, est d6fini par a , ( ( t )= (~. 
Un th6or6me c616bre de Stickelberger affirme que 10 annule le groupe des 
classes de Q((t). La d6monstrat ion de ce th6or6me repose sur la factorisa- 
tion en produit  d' id6aux premiers de certaines sommes de Gauss. Plus 
pr6cis6ment, s ip  est un nombre premier congru ~ 1 modulo /, et ~ un 
caract~re addit i f  du corps ~t p 61~ments UZp, nous associons ~t tout caract6re 
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Z d'ordre l du groupe de Galois de (Q(~/, ~p)/Q(~t)), identifi6 fi ~c, la 
somme de Gauss: 
r(Z)= ~ x(a) ~(a). (2) 
a~ ~r~ 
On d6montre alors que ~:t(X) e Q(~r et qu'il existe un rel+vement premier 
de p dans Q(~l) tel que: 
(r,(Z)) = ~,0. (3) 
Le comportement arithm&ique des sommes de Gauss joue un r61e essen- 
tiel dans l'~tude de la structure des anneaux d'entiers d'extensions galoi- 
siennes de Q, comme module sur la 7/ alg~bre de leur groupe de Galois. 
Pour &udier la structure galoisienne des anneaux d'entiers de certaines 
extensions ab61iennes d'un corps quadratique imaginaire, M. J. Taylor 
[15, 16] utilise des fonctions rSsolvantes, introduites par Abel et Hermite, 
associ6es fi certaines fonctions elliptiques. L'~tude de leurs propri6t~s, dans 
le cas de la multiplication complexe, conduit files consid~rer comme des 
sommes de Gauss elliptiques. Le but de cet article est de d~crire leur facto- 
risation en produit d'id~aux premiers, dans le cas de non multiplication 
complexe. 
Soient K un corps de nombres que, par raison de simplicitY, nous suppo- 
sons lin6airement disjoint de ~(~t), et k, 1~< k ~<l-1, un entier. A tout 
couple (E, P), 06 E est une courbe elliptique d~finie sur K et Pun  point 
de E, d'ordre l, rationnel sur K, nous associons une somme de Gauss "ellip- 
tique" rk(P, Q) off Q est un point de E d'ordre l, n'appartenant pas au 
sous-groupe engendr6 par P. Soit Ell] le groupe des points d'ordre I de E. 
Nous montrons que Tk(P, Q) appartient fi K(E[l]) et que ~(P,  Q) appar- 
tient fi K(~/-t- ~/-1). On pose N= K(~t+ ~t-1). 
Soit F le groupe de Galois de (N/K). La factorisation en produit 
d'id6aux premiers de ~(P,  Q) nous conduit fi introduire un 616ment de 
Stickelberger Ok de Q[F] ,  que nous appelons quadratique, puisqu'il satis- 
fait: 
(/ 1)/2 
Ok--3k ~ {t2/l}cr; -', (mod. 7/[F]) 
t - - I  
o6 {x} d6signe la partie fractionnaire du nombre r6el x. 
Si 9.I et ~3 sont des id6aux fractionnaires de N, nous 6crivons: 
9.I~~ 
lorsque les facteurs premiers de 9.I~-1 divisent 2/. 
Soit ~E/K le discriminant minimal de (E/K). Nous introduisons dans 
le paragraphe 5 un sous-ensemble naturel O~eK(E, P) de l'ensemble des 
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diviseurs premiers de ~E/r. I1 faut noter que Sex(E, P) contient les id+aux 
premiers pour lesquels la valuation de ~E/K n'est pas divisible par l. Avec 
ces notations nous pouvons 6noncer nos deux principaux r6sultats. 
THI~ORI~ME 1. Tout idkal premier p de 5VK(E, P) possbde un relkvement 
premier ~3 dans N tel que l'on ait: 
O~5.~K(E, P) 
ok ( -  rp) d~signe la valuation p-adique de l'invariant j(E). 
On remarque que rp~>O lorsque p e 5P t0(E, P). On note z la "somme de 
Gauss zk" lorsque k = 1. 
THI~ORI~ME 2. Si tout diviseur premier de @Era, qui ne divise pas 2/, 
appartient h 5~K(E, P), alors on a: 
(/ 1)/2 1)/2 
,__[] r(P, tQ))~ ~ E/K 
Les analogies entre l'6galit6 (3) et le Th6or6me 1 d'une part et la 
"Fiihrerdiskriminantenproduktformel" de Hasse et le Th6or6me 2 d'autre 
part sont frappantes. 
I1 est ~t remarquer que, comme dans le cas cyclotomique et comme dans 
le travail r6cent de Thaine [17], la strat6gie des d6monstrations remonte 
Kummer, puisqu'il s'agit de factoriser certains id6aux ambiges dans des 
extensions de Kummer. 
Les "sommes de Gauss" que nous introduisons peuvent ~tre interpr6t6es 
comme sp6cialisations d'unit6s modulaires de niveau /. Nos r6sultats ont 
donc ~ rapprocher de ceux de Kubert et Lang [6]. Le lien entre nos 
616ments de Stickelberger et ceux consid6r6s par Lang [7] est donn6, 
paragraphe 5.
Comme dans le cas cyclotomique, le Th6or6me 1 permet de d6finir un 
id6al de Stickelberger qui annule, pour un corps de nombres K arbitraire, 
un sous-quotient du groupe des classes de K(( t + (1 ) ,  [Th6or6me 6-3]. Ce 
groupe est d6fini ~ partir des id6aux premiers de mauvaise r6duction pour 
les courbes elliptiques d6finies sur K et munies d'un point d'ordre l ration- 
nel sur K. I1 faut noter que pour un corps K donn6 une conjecture de 
Manin affirme que l'ensemble M(K), des nombres premiers/, pour lesquels 
existent de telles courbes est fini. Lorsque K= Q, Mazur [9-1 a montr6 que 
M(K) = {2, 3, 5, 7} et, dans ce cas, le nombre de classes de Q(( t+ (71) est 
6gal 5. 1. M. Reichert [10] a donn6 des exemples de corps quadratiques 
imaginaires K tels que 11 et 13 appartiennent ~ M(K). 
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Le plan de cet article est le suivant: dans le paragraphe 1 nous rappelons 
les propri&6s galoisiennes de l'extension (K(E[l])/K) obtenue n ajoutant 
K les coordonn6es des points de E[ I ] ;  les sommes de Gauss elliptiques 
sont d6finies dans le paragraphe 2. Le paragraphe 3 est la partie centrale 
de ce travail: nous utilisons la th6orie des courbes de Tate pour d&erminer 
la valuation de Tk(P, Q) aux places de mauvaise r6duction. Dans le para- 
graphe 4 nous montrons, qu'en dehors des diviseurs de 2/, Tk(P, Q) est une 
unit6 en toute place de bonne r6duction. 
Le paragraphe 5 contient la d6monstration du th6or6me de factorisation 
de T~(P, Q). Ce r6sultat est exploit6 dans le paragraphe 6 pour l'annulation 
de certains groupes de classes d'id6aux. 
Les notations ont standard. Si E est une courbe elliptique d6finie sur un 
corps local ou global F, E(F) d6signe le groupe de ses points rationnels ur 
F. Pour tout entier n ~> 2 nous notons fin une racine primitive n-i6me de 1, 
/z, le groupe des racines n-i6mes de 1 et E[n] le groupe des points de la 
courbe E annul6s par n. 
Les auteurs ont tr6s reconnaissants au rapporteur pour les nombreuses 
am61iorations qu'il leur a permis d'effectuer. 
I. CORPS DES POINTS DE /-DIVISION 
Dans ce paragraphe nous rappelons ou d6montrons quelques r6sultats 
sur les courbes elliptiques dont l'invariant modulaire est alg6brique mais 
non entier. Notre principal outil est la th6orie des courbes de Tate. Nos 
r6fbrences sont [11, 14, 13, VII et Appendix C, paragraphe 14]. 
Soit pun  nombre premier, (F/Qp) une extension finie, et v une valuation 
discr6te de F, d'id6al de valuation PF. NOUS supposons v normalis6e. 
Soit l un nombre premier, l 4: p, l > 3 et soit E une courbe elliptique sur 
F, munie d'un point d'ordre l rationnel sur F. Nous supposons que E a 
mauvaise r6duction en ]o F. 
PROPOSITION 1-1. La courbe E a mauvaise r6duction de type muhipli- 
catif . 
C'est une cons6quence imm6diate d'un th6or6me de 
N6ron [13, VII, (2-1), (3-1), (5-1) et (6-1)]. 
Soit j (E)  l'invariant modulaire de la courbe. Nous posons 
Kodaira et 
v(j(E)) = -r .  (1-2) 
On sait que res t  un entier strictement positif, 6gal ~ la valuation du 
discriminant minimal de E [13, VII, (5-1)]. 
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Nous associons/l j(E) l'unique 616ment q de F, de valuation r, tel que: 
j(E) = 1/q + 744 + 196884q + ---. (1-3) 
Nous posons: 
h2 =5 ~ n3q"/(1--q"), 
n>~l 
h3=(1/12) ~ (7nS+5n3)q"/(1-q"). 
n~>l 
Nous consid6rons la courbe de Tate 
Eq: Y2+Xy=X3-hzX-h3  (1-4) 
d'origine le point O [11, w et 13, Appendix C, w 
Soit F une cl6ture al#brique de F. Nous notons ~0q l'isomorphisme de 
modules galoisiens: 
~oq: F*/q ~ ---. Eq(F) 
w ~ (X(w), Y(w)), si wr qZ 
w~O,  si w~q z 
(1-5) 
avec: 
X(w)= ~ q"w/(1-q"w)2-2 ~ nq"/(1-q") 
.~z .~>1 (1-6) 
Y(w)= ~ q2"wZ/(1-q"w)3+ ~ nq"/(1-q"), 
n~7/ n>~l 
06 F* et Eq(F') sont munis de leur structure naturelle de Gal(F/F) module. 
I1 existe une plus petite extension L de F, non ramifi~e, sur laquelle E et 
Eq deviennent isomorphes, et l'on a [L :F ]  = 1 ou 2, suivant que E a 
r6duction de type multiplicatif d6compos6 ou non. Nous en d6duisons, via 
(1-5), un isomorphisme de module galoisien: 
E(F) ~- ff,/qZ 
que nous fixons. 
Si S E E(F), nous appelons param6tre de S et notons 2(S), tout repr6sen- 
tant dans F* de son image dans F*/q z. Ainsi, un point S, d'ordre n, de E 
est de param6tre: 
)~(S) = q~/n~, 0 ~< u < n, 0 ~< v < n, (u, v, n) = 1 (1-7) 
off q~/" (resp. ~,) est une racine primitive n-i6me de q (resp. 1) dans F. 
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Lorsque [L : F]  = 2, l'image de E(F) dans F*/q "Zest le sous-groupe A/q ~ 
off 
A={x~L*  /NL.F(X)6q ~} [13, appendixC, (14-1)]. (1-8) 
LEMME 1-9. Soit r = -v( j(E)) .  Alors les propriktks uivantes ont kquiva- 
lentes: 
(i) ( r , / )= l  
(ii) (F(E[I])/F) est une extension ramifike. 
L'extension (F(E[I])/F) est ramifibe si et seulement si (L(E[l]) /L) est 
ramifi6e. Or nous savons que L(E[ l ] )=L(~ l, ql/~). 
Si vL est la valuation normalis6e de L qui prolonge v, puisque vL(q)= r, 
la d6monstration est imm6diate. 
PROPOSITION 1-10. Si (r, l )=  1 ou si E a mauvaise rkduction de type 
multiplicatif non dkcomposk, alors: 
(i) Tout point d'ordre l, rationnel sur F, admet un paramktre qui est 
une racine primitive l-ikme de l'unitk. 
(ii) L = F(~) .  
Si Pes t  un point rationnel sur F d'ordre /, nous savons par (1-7) que 
2(P)=qu/l(7, avec (u ,v , l )= l  et qu'en outre q~/t(~L*. Puisque 
vL(q"/t(~ ') = ru/l, lorsque (r, l )=  1, il est n6cessaire que u = 0. De m~me lors- 
que [L :F ]  =2, puisque NL/F(qU/t(~) doit appartenir ~i qZ, nous avons 
u=0.  C'est donc que (t, appartient/t F (resp. A) si la r6duction est d6com- 
pos6e (resp. non d6compos6e). Nous en d6duisons l'6galit6 L = F((t) dans 
les deux cas. 
COROLLAIRE 1-11. 
alors: 
Si Pes t  un point de E, rationnel sur F, d'ordre l, 
(i) Si 2(P) est une racine primitive l-ikme de 1, on a: 
N(pF) 2 ~ 1 mod. L 
(ii) Sinon, E a mauvaise rOduction de type multiplicatif dkcomposO, 
r -- 0 mod./, et P dkfinit par rOduction mod. PF un point singulier. 
Si 2 (P )=( t ,  alors (t~L. Puisque [L :F ]  ~<2, (i) est imm6diat. Nous 
d6duisons (ii) de (1-10)(i) et de [13, (14-1), (c)]. 
Nous revenons maintenant ~la situation globale initiale. La courbe E est 
d6finie sur le corps de nombres K et poss6de un point rationnel sur K, 
d'ordre/, que nous notons P. 
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Soit Q un point de E[I] n'appartenant pas au sous-groupe engendr6 par 
P. Pour tout 09 e GaI(Q/K) il existe ao~ e ~:* et b~ ~ IF t tels que 
Q'~ 
(1-12) po~ = p 
off U:z d6signe le corps ~ l 616ments. 
Nous notons <, > le pairing de Weil sur les points de l division de E. 
Pour tout o~ ~ Gal(Q/K) nous avons: 
<p,o, QO~>=<p,Q)% (1-13) 
Ceci implique d'une part que K(E[I]) contient K((t) et que d'autre part 
l'action de GaI(Q/K) sur le groupe des racines l-i6mes de l'unit6 est donn6e 
par: 
<p,o>~,=(p,o>a,o. 
Nous en d6duisons que ~o e Gal(Q/K(~t)) op+re sur Q par: 
Q'~ v~o e GaI(Q/K(~,)). (1-14) 
Ceci implique l'6galit& 
[K(E[I]):K(#z)] = 1 ou l. (1-15) 
Sip est un id6al premier de K au-dessus de p, nous fixons un plongement 
h de Q dans (~p dont la restriction ~i K d6finit p. Si M est une extension 
de K, contenue dans Q, nous notons M' la fermeture de h(M) dans Qp. La 
courbe E devient, via h, une courbe E' d6finie sur K' et tout point S de 
E(Q) devient un point S' de E((~p). Si E a mauvaise r6duction en p, nous 
d6finissons le param+tre de Sen p, comme le param6tre de S'. Nous notons 
vp la valuation normalis6e de K associ6e ~ p. 
PROPOSITION 1-16. Soit pun ideal premier de K qui ne divise pas L Alors 
les propridtks uivantes ont dquivalentes: 
(i) pest  ramifik dans (K(E[I])/K). 
(ii) Tout relkvement premier de p dans K((t) est totalement ramifi~, 
d'indice de ramification l dans (K(E[I])/K((t)). 
(iii) La r~duetion de E en pest mauvaise t l'on a: 
(vp(j(E)), l)= 1. 
L'equivalence ntre (i) et (ii) est imm6diate. Celle entre (i) et (iii) se 
d~duit de (1-1) et (1-9) et [13, VIII, (1-5)(b)]. 
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Dans le cas off ces hypoth6ses ont satisfaites: Gal(K(E[I])/K(~t)) est 
repr6sentable matriciellement par: 
Gal(K(E[I])/K) est repr6sentable matriciellement par: 
( ;  : ) ,  a~-*,b~ff: , .  
PROPOSITION 1-1 8. Soit p un ideal premier de K qui ne divise pas l. On 
suppose que la rkduction de E en pest  mauvaise. Alors, si P admet comme 
paramktre n p une racine l-ibme de 1, pest  totalement dOcompos~ dans N. 
On pose K' = F et on utilise (1-11)(i). 
Si N(pF)=I  mod./, pes t  totalement d6compos6 dans K((t). Si 
N(pF) = --1 mod./, E a mauvaise r6duction de type multiplicatif non 
d6compos6 et le conjugu6 sur F de (test  (7 i. C'est donc que (t + ( l  i e F 
et que p est totalement d6compos6 dans N. 
II. RI~SOLVANTES ELLIPTIQUES 
Nous consid6rons dans ce paragraphe certaines fonctions r6solvantes 
introduites par Abel et Hermite [1, 5], et, pr6c6demment 6tudi6es dans [2, 
VI ], dans le cas de la multiplication complexe. Ce sont ces r6solvantes que 
nous consid6rons comme des sommes de Gauss elliptiques. 
Soit E une courbe elliptique d6finie sur un corps F de caract6ristique 0. 
Elle poss6de un module de Weierstrass et un mod61e de Tate, d6finis sur 
F, et respectivement donn6s par les 6quations: 
y2= 4X 3 -- g2x_  g3" (2 -1)  
y2 + XY= X 3 - h2X-  h3. (2-2) 
Un mod61e (2-2) peut ~tre obtenu ~t partir de (2-1) par les formules de 
transformation: 
x=X+l /12 ,  y=2Y+X.  (2-3) 
A tout point R d'ordre 4 nous associons une fonction J ( ,  2R) d6finie sur 
E par: 
J(M, 2R) = y(M)/ (x(M) - x(2R)) = (2 Y(M) + X(M)) / (X(M) - X(2R)) 
(2-4) 
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off x(M)  et y(M)  (resp. X(M) et Y(M)) sont les coordonn6es de M sur 
le mod61e (2-1) (resp. (2-2)). Nous savons par [14, (5) et (7)], que tout 
changement de mod61e, (2-1) (resp. (2-2)), induit des changements de 
coordonn6es du type: 
X=U2X ', y=u3y ', u~F*  (2-5) 
(resp. X= u2X ' + r, Y = u 3 Y' + su2X ' + t, avec u, r, s, t e F et tels que u = 
1 -2s ,  r -2 t=0,  3r=s2-s  et u=~0). 
Nous v6rifions grace ~ (2-5) que la fonction J ( ,  R)/J(R, R) est ind6pen- 
dante du choix des mod61es. 
Soient P (resp. R) un point d'ordre l (resp. 4), ~0 un caract6re de FI et 
Me E[ff].  Nous posons, lorsque cette expression a un sens: 
J I (P ,M,R;~o)=J (R ,  2R) ~ ~ J (M+uP,  2R)q~(-u)  
u~F, (2-6) 
.~(P, M; +p) = H ~(P,  M, R; ~o), 
R 
off R parcourt l'ensemble des 12 points R d'ordre 4. 
Soient Q un 616ment de E[I] n'appartenant pas au sous-groupe engendr6 
par Pet  k un entier non divisible par l. Nous notons ~0 k le caract6re de Hz/ 
d6fini, via le pairing de Weil, par: 
q~k: H:] --* #l 
(2-7) 
u ~ (Q, uP> I'. 
Nous posons alors: 
zk(P, Q, R) = ~(P,  Q, R; ~ok). 
zk(P, Q) = ~(P,  Q; ~o,). 
(2=8) 
Lorsque k = 1, nous 6crivons z pour zk. 
PROPOSITION 2-9. (i) Tk(P, Q, R )= - - rk(P , -Q,  R). 
(ii) Soient a et c ~ ~* et b e FI. Alors nous avons l'OgalitO 
zk(cP, aQ + bP, R) = (Q, p),+bk rk(P, aQ, R). 
On d6duit (i) de l'imparit6 de la fonction J ( ,  R). Puisque c~ Q:*, lorsque 
u parcourt ~z, alors v = b + uc parcourt 6galement flz/et l'6galit6 se d6duit 
de la d6finition. 
On d6duit imm6diatement 
641/37/3-5 
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COROLLAIRE 2-10. (i) rk (P ,Q)=zk(P , -Q) .  
(ii) Soient a et c ~ ~:* et b ~ ~:~. Alors nous avons l'kgalitk: 
r~(cP, aO + bP) = z~.(P, aO ). 
Remarque 2-11. La seconde 6galit6 de (2-10)(ii) montre que z~(P, Q) 
ne d6pend que du sous-groupe engendr6 par Pet  de la classe de Q modulo 
ce sous-groupe. 
Nous supposons maintenant que F= K. La courbe E est donn6e par un 
mod61e de Weierstrass (2-1) ou de Tate (2-2) d+fini sur K. Nous choisis- 
sons pour point P un point rationnel sur K d'ordre l et pour point Q, un 
+16ment de E[I]  n'appartenant pas au sous-groupe ngendr6 par P. 
Nous avons alors l'6galit& 
K(E[ I ] )  = K(x(Q), y(Q))  = K(X(Q),  Y(Q)). 
En outre, pour e)e GaI(Q/K), nous avons: 
x(O) ~ = x(Q '~ et y(Q),O = y(O,O) (2-12) 
off Q,O v6rifie (1-12). 
Pour tout entier t, non divisible par l, nous notons tr, l'616ment de 
Gal(K((I)/K) d6fini par ((l--* (~) et 8, un prolongement de at ~ K(E[I]) .  
PROPOSITION 2-13. Soit k un entier non divisible par L Alors: 
(i) rk(P, Q)eK(E[ I ] ) .  
(ii) Pour tout co de GaI(K(E[ I ] ) /K)  
zk(P, Q),O = (Q,  p)12kab rk(P, aQ) 
avec QO, = aQ + bP. 
Nous savons que zk(P, aQ) appartient ~ K(E[4I]) .  Le groupe 
Gal(K(E[4 I ] ) /K(E[ I ] ) )  op&e par permutation sur E[4].  En outre, pour 
tout 616ment r de ce groupe, nous avons: 
rk(P, Q, R) ~ = zk(P, Q, R*). (2-14) 
Nous d6duisons (i) de la d6finition (2-8) et de (2-14). L'6galit6 (ii) se 
d6duit de (2-10)(ii). 
COROLLAIRE 2-15. Soient k et t des entiers non divisibles par L Alors 
(i) z~(P, Q) et zkt(P, Q)/z~(P, Q) appartiennent gl N. 
(ii) z~(P, Q) t~'-t2) appartient gl K((t). En outre z~(P, Q) (~'-t2) est une 
puissance l-ikme de N. 
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Soit o9 = (g b) ~ Gal(Q/K). Alors 
zk(P, tQ) ~ = zk(P, atQ + btP) = (Q, p)~2abk,: zk(P, atQ). (2-16) 
Puisque o9 ~ Gal(Q/N) si et seulement si a = _1, (i) se d6duit de (2-16). 
Soit ~,= (~ ~) un prolongement de a, ~ K(E[I]). On d6duit de (2-16) 
zk(P, Q)~' ,2= (Q, p)12kc, (rk(p, tQ)/rk(P, 0)'2), 
et le membre de droite est invariant par Gal(g/K((t)). On obtient 6gale- 
ment l'6galit6 
r~(P, 0) ~'- '~= (rk(P, tO)/zk(P, 0)'~) '. 
On v6rifie, grace ~ (2-16), que zk(P, tQ)/zk(P, Q),2 est invariant par 
GaI(Q/N), ce qui ach6ve la d6monstration de (ii). 
De (2-16) on d6duit 6galement le coroUaire 
COROLLAIRE 2-17. Soit m un entier non divisible par l. Nous avons les 
kgalitks: 
(i) z~(P, Q)Om = z~(P, mQ). 
(ii) (rk,(P, Q)/z~(P, Q))~" = zk,(P, mQ)/z~(P, mQ). 
Remarque. Si l>  5, les extensions K((/)(E[4]) et K(E[l]) sont lin6aire- 
ment disjointes sur K((~). Le choix de Pet  Q permet d'identifier U= 
Gal(K(E[4I])/K((t)(E[4])) et F t ainsi que leurs groupes de caract6res. Si
~o est un caract+re de U nous avons l'6galit6 
~(P, Q, R; ~o)= ~ (J(Q,2R)/J(R, 2R) ~) ~0(tr '). 
o'~U 
Ainsi ~(P,  Q, R; q~) est une r6solvante galoisie~me au sens usuel. 
Les 6galit6s (2-10)(i) et (2-13)(ii), montrent que l'id6al de K(E[l]) 
engendr6 par z~(P, Q) est invariant par l'action de Gal(K(E[I])/N). On en 
d6duit l'existence d'un id6al I de N tel qu'on ait l'6galit6 d'id6aux: 
(zk(P, Q))= II-] ~% (2-18) 
06 ~ parcourt l'ensemble des id~aux premiers de K(E[I]), ramifies dans 
(K(E[I])/N). Pour tout id6al premier p de K, qui ne divise pas l et tel que 
v~(j(E) < 0 et (vp(j(E)), l) = 1, 
nous consid6rons un rel6vement premier ~ de p dans N. Compte tenu des 
r6sultats du paragraphe 1, nous d6duisons de (2-18), en prenant la norme 
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dans l'extension (N/K), l'existence pour de tels p d'un 616ment s~, de Z[F ]  
tel que: 
(z~(P, Q)) = I ' f  I] ~3 '~' (2-19) 
O 
off I '  est un id6al de N, dont les diviseurs premiers divisent /. Le but des 
paragraphes suivants est de d6crire I et s~,, s ip  est impair. 
II[. ETUDE AUX PLACES DE MAUVAISE Rt~DUCTION 
Soit pun  nombre premier diff6rent de 2 et l. Les 61~ments x et y de ~*  
sont dits kquivalents lorsque xy-1 est une unit6 de Qp,  nous notons alors 
X,,~y.  
Les notations utilis6es sont celles des paragraphes 1 et 2. 
Soit E une courbe elliptique d6finie sur une extension finie F de Qp par 
un mod61e de Tate (2-2). Nous supposons v(j(E))= - r  off rest  un entier 
~>1. 
Soient Pet  Q s E[ I ] ,  lin6airement ind6pendants sur le corps D:t, et soit 
Run  point d'ordre 4. Les principaux r6sultats de ce paragraphe sont les 
Th6or~mes 3-16, 3-30 et le corollaire 3-47 off nous d~terminons la valua- 
tion, pour tout entier k non divisible par l, des r6solvantes elliptiques 
zk(P, Q, R) et zk(P, Q). 
Qp , Soit Eq le mod61e de Tate de E donn6 en (1-4). A tout 616ment a de - * 
d'ordre 2 modulo q~, nous associons la fonction J ( ,  a), d6finie, lorsque 
cette expression a un sens, par: 
J(w,a)=(2Y(w)+ X(w))/(X(w)-X(a)), w~Q* (3-1) 
off X(w) et Y(w) sont d6finis par (1-6). 
Puisque la foncltion J(, 2R)/J(R, 2R) ne d6pend pas du mod61e de Tate 
consid6r6 pour E nous obtenons: 
zk(p,Q,R)=J(al/2, a) 1 ~ j (v~U,a)(7,~,)  k (3-2) 
ue ~/ 
off ~ (resp. 7, resp. a 1/2) d6signe un param&re de P (resp. Q, resp. R) et o6 
(7, ~") est le pairing de Weil (cp(7), r162 sur les points de/-division de 
Eq. Nous notons dor6navant rk(ce, ~, a m) le membre de droite de l'6galit6 
(3-2). 
Remarque 3-3. Nous d6montrons dans ce paragraphe, qu'il une unit6 
pr6s, zk(cr 7, a m) est ind6pendant de la racine carrie de a choisie, ce qui 
justifie la notation. 
Nous cherchons li obtenir un d6veloppement en s6rie de la fonction 
J(w, a). 
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LEMME 3-4. Nous avons l'kgalit& 
J(w, a) = w(d/dw)(Log(X(w) - X(a) ) ). 
II suffit de d6montrer 
wX'(w) = 2Y(w) + X(w). (3-5) 
Nous d6duisons de (1-6) 
wX'(w)= ~ q"w/(1-q"w)Z+ 2 ~ q2"wZ/(l-q"w) 3, (3-6) 
n~Z nEZ 
c'est ~ dire l'6galit6 souhait6e. 
Nous d6finissons la fonction 0 par: 
O(w)=(1-w)  [I (1 -q"w) (1 -q"w-1)  9 (3-7) 
n=l 
Elle satisfait l'6quation: 
O(q-lw) = - (q - lw)  O(w). (3-8) 
LEMME 3-9. II existe des constantes non nulles C~ et C2 telles que: 
(i) X(w) - X( - 1 ) = C~ O( - w)2/O(w) 2.
(ii) Si a=eq m avec e= +_1 
X(w) - X(a) = C2 wO(aw)2/O(w) 2. 
I1 suffit d'utiliser le th60r6me d'Abel-Jacobi pour le mod+le de Tate Eq. 
Le diviseur de la fonction (X (w) -X(a ) )  est donn6 par (X (w) -  X(a))= 
2(a) -2(1)  et nous en d6duisons (i). Si a= ~ql/2, nous 6crivons ce diviseur 
sous la forme (eqm)+ (~q3/2)_2(q) ' Puisque nous avons l'6galit6 eqV2. 
eq3/2= q2, nous en d6duisons l'existence d'une constante C ~ 0 telle que: 
X(w) - X(a) = CO(eq 1/2w). O(aq 3/2w)/O(wq-1)2. 
I1 suffit alors d'utiliser (3-8) pour obtenir (ii). 
Remarque. Le lecteur peut se reporter ~t la remarque de [2, p. 56]. 
Nous d6duisons de (3-3) et (3-9) les expressions: 
LEMME 3-10. (i) J(w,--1)=--2wO'(--w)/O(--w)--2wO'(w)/O(w). 
(ii) J(w, eq m) = 1 + 2eqmwO'(~qmw)/O(eqmw)- 2 O'(w)/O(w). 
I1 suffit maintenant d'utiliser la d6finition (3-7) pour d6duire de (3-10): 
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PROPOSITION 3-1 l. 
(i) J(w, - 1 ) = 4w/( 1 - w 2) + 4 ~ q~w/( 1 - q2~w2) 
i t=  I 
-- (q"w ~)/(1 --q2"w 2). 
(ii) J (w ,  gq 1/2) = 1 - 2Eql/2w/(1 - cql/2w) + 2w/(1 - w) 
+2~ ~ q" - I /2w-1 / (1 -eq"  1/2w 1) 
-- (q~+ 1/2w)/(1 --eq"+ 1/Zw) 
- -2 ~ q"w 1 / (1 -q"w- l ) - (q"w) / (1 -q"w) .  
I I=  1 
COROLLAIRE 3-12. Soit a un klOment de (~* d'ordre 2 modulo q~. Alors 
nous avons les Oquivalences: 
(ql,/2 
J(a 1/2, a) ~ ({1 
si a ~/2 = iq 1/20dl i 4 = 1 et i 2 # 1 
sinon. 
Si a= -1 ,  nous avons a 1/2= i ou iq l/2. Grfice/t l'expression (3-11)(i) de 
J(a 1/2, a) nous obtenons: 
J ( i , -1 )~2 i . , ,1  puisque p # 2. 
J ( iq  1/2, - 1 ) ~ 4iql /2/(  1 + q) ~ q~/2. 
Si a=eq 1/2, alors at /2=(q +-~/2 avec (2=e.  Nous utilisons dans ce cas 
l'expression (3-11)(ii). Nous obtenons alors: J (a  1/2, a)  ~ 1. 
NOUS introduisons maintenant certains nombres entiers qui vont appa- 
rai'tre naturellement dans notre &ude. 
Soit m un entier non divisible par L Nous d6finissons e(m) (resp. f (m) )  
comme le plus petit entier positif impair (resp. positif) tel que: 
m - e(m) (resp. f (m) )  rood. l, (3-13) 
nous posons d(m)= e( -m)  et g(m)= f ( -m) .  
Les relations suivantes ont immSdiates ~ vSrifier 
d(m) = 2l - e(m) = e(ul - m), u ~ 77; 
g(m) = l - f  (m) = f (v l -  m), v ~ 77. 
(3-14) 
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Pour tout couple d'entiers t et k, 1 4 t ~< l -  1, 1 ~< k ~< l -  1, nous d6finis- 
sons 
~(t, k )= inf{e(tk)(t/l), d(tk)(1 - t/l) } (3-15) 
et nous notons ~(t)= c~(t, 1). 
De (3-14) nous d6duisons c~(t, k) = c~(l- t, k). 
THI~ORI~ME 3-16. Soient t et s des nombres entiers tels que 1 <~ t <<. l -  1, 
0 <~ s <<. 1. Alors nous avons les ~quivalences: 
(i) zk((t, q,/t, iq~/2)...q-,/2+,(t.k) 
(ii) zk(q 1/I, ~l, iq ~/2) ~ q ~/2. 
Si wet w' sont des param+tres de points de torsion nous notons: 
Ainsi 
Gk(W, W', a)= ~ J(w'w ~, a)(w', w ~) k. (3-17) 
u~ F I 
zk(w, w', al/2)= J(a 1/2, a) -1 Gk(w, w', a). 
LEMME 3-18. Nous avons l'kgalit& 
(ql/t, ~l) = ~l" 
Par d~finition, [13, III, paragraphe 8], nous avons l'6galit6: 
((t ,  ql/t) = h(w(t)/h(w), w ~ Q* (3-19) 
off h est la fonction sur la courbe Eq, d6finie /L constante multiplicative 
pr6s, par la donn6e de son diviseur 
[ (~T q ~1/'2 +v/')) - (~T qV/') ]. (3-20) 
(u,v)~:~ 
Nous pouvons donc choisir pour fonction h la fonction d6finie par 
l'6galit6 (3-21) suivante: 
( O(wq(1 - l/t~))/O(wq-1/t2) ) 
x 1-I (O(w(7"q t-l/t2 v/t))/O(w(~uq-v/t)) (3-21) 
O<~u~l- -1 
O<~v~l - - I  
off 0 est d6finie en (3-7). 
De (3-19) et (3-21) nous d6duisons: ~(~l, ql/ l)=O(w~tq ~1-1a2)) 
O(wq- -1 /12) / (O(w( lq - -1 /12  ) O(wq(l- l/t:))), d'ofi grace ~ (3-8), ((t, ql/t) = ~]-1. 
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Nous revenons maintenant /t la d6monstration du thdor~me. Compte 
tenu de (3-12) il suffit de d6montrer 
G k( (t, q,/t, --1 ) ~ q~U, k l. (3-22) 
Gk(q 1/l, ~l, --1 ) ~ 1. (3-23) 
De (3-11)(i) et (3-18) nous obtenons: 




A1 = ~ q,/t~(1-tk)/( 1__ q2,/t(i 
u=0 
/ - I  
Az= Z ~ q~,+,/,)(~(l '~)/(l --(,2"q(2n+2t/')), 
u=0 n=l  
1--1 
-A3  = Z ~ q~"-'m(t-"~l+'k'/( 1 - (i-2"q~2"-2'/'))" 
u=0 n=l  
l -1  
A 1 ~ qt/t(7~l - ,k) + q3t/ l~(3 - tk) .q_ 
u=O 
I--1 +t/ l )~(1--tk) Al-q3(n+t/ l)~ (3-tk)'Jl- " ' ' ,  A2 = ~ q~n 
n=l  u=O 
- -A3= E q(n t/I)~lU(l+tkJ_[_q3(n ,/I)~lU(3+tk)..[_ " ' ' .  
n=l  u=O 
(3-25) 
Puisque pour tout entier m 20  mod. l nous avons: 
E 
uC-D- I 
nous d6duisons de (3-25) les 6quivalences: 
A 1 ~ qe~t~)t/J. 
A2 ~ qe(tk)(1 + t/l) 
A3 ,.~ qd(tk}(1 - t/l) 
(3-26) 
En utilisant (3-14) nous vbrifions e( tk ) ( t / l ) r  t/l). L'6quivalence 
(3-22) se d6duit donc de (3-24) et (3-26). 
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Nous utilisons dt nouveau (3-11)(i) et (3-18) pour obtenir: 




(tfl) < 89 




(i) Zk((l, q,/t, all2) ~ q#tt ,k ) .  
(ii) zk(q 1", (l, al/2)~ 1. 
Compte tenu de (3-12) il suffit de d6montrer les 6quivalences: 
Gk((t, q,/t, eql/2) ~ q~(,.k). 
Gk(q 1/l, ~t, eq 1/2) ~ 1. 
En utilisant (3-11)(ii) et (3-18) nous obtenons la d6composition 
6 
Gk(~t, qt/l eql/2) = ~ Cm 
m=O 




f in f{ f ( tk )  t/l, g(tk)( 89 t/l)} si 
k) 
~f l ( l -  t, k) si 
f l(t)=fl(t, 1). 
l - -1  
B, = ~ q~/'~l '+ ug)/(1 - q2~/,~2), 
u=O 
/ - -1  
B2 = ~ ~ q~"+"/')~l+"k)/(1--q(Z"+2"/t)~), (3-28) 
u=0 n=l  
l 1 
__B3= ~ ~ q(, ,/t)~l t+,k)/(l__q(2, 2./t)~[2). 
u=0 n=l  
II est maintenant immhdiat de remarquer que B 2 et B3 sont des entiers 
mais ne sont pas des uniths de Qp.  Par contre nous avons l'4quivalence: 
8,  ~ ~,/I1 -~Y)~ 1. 
Grace ~ (3-27) nous en dhduisons 
Gk(q l/I, i t , - -1) ~ 1, 
ce qui d6montre (ii) et ach4ve la dhmonstration du Thhorhme 3.16. 
Pour tout couple d'entiers t et k, 1 <~ t ~< l -  1, 1 ~< k ~< l -  1, nous posons: 
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avec 
Co = 0 (somme des racines l-i6mes de l'unit6), 
l 1 
C 1 : -2e ~ q(1/2 + t,'ll(~l - tk)/( 1 -- eq c 1/'2 + t/l)(~), 
u 0 
l - I  ~ 1/2 ,/I)([,,ll+..~/(l_eq~,, 1/2 ,/t)(i-,,), C2 = 2e ~ q(" 
u=O n=l 
l -1 ~ +l/2+,/t)(~,(l tk)/(l_gq(,,+l/2+t/t)(7), 
C 3 ~- -2e  ~ q(" z 
u=O n=l  
/ - -1  
C4=2 E qt/l(7(1 tk)/(1--q'/'(7)' 
u=O 
l -1  
C5=-2  ~ ~ q~-,/ i ) ( ; . ( l+,k)/( l_q(~ ,/0~;.), 
u=O n=l  
l - -1  ~,  
C6=2 2 q~n+t/I)(~(l-tk~/( 1 __q~+t/t)(,/). 
u=O n=l  
Nous en d6duisons les 6quivalences suivantes: 
C1 ~ q(1/2 + t/l)f(tk) 
C3 ~ q(3/2 + t/I)f(tk) 
C4 ~, q(t/l) f(tk ), 
C5 "~ q(l - t/I)g(tk), 
C6 ~ q(1 + t/l)f(tk), 
C2 ~ C~ + C~, 
avec 
l--1 
C'2 = 2e ~ q(1/2 - t/t)~- u(1 + tk)/( 1 -- eq(m - ,/~)~.), 
u=O 
I--1 ~ 
C~=2e ~ q(n-1/2-t / l ) ( lu( l+tk)/( l - -gq(n- l /2 t/l)(lu). 
u=O n=2 
Nous en d6duisons: Si (t/l)< 89 
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si 1< (t/t) 
C'2 ~ q(- m + t/l)f(tk), 
C~ "~ q(3/2 - t/t) g(tk) (3-38) 
1 Grace  fi (3 -35)  et (3 -37)  nous obtenons: 1 o CAS. (t/l) < ~. 
C1 + C3 + C4.4_ C6 ~ q(t/l)f(tk), 
C2 + C5 "~ q~1/2- t/l) g(tk). 
(3-39) 
Si ( t / l ) f ( tk )#(  89  (3-30)(i) se d6duit de (3-39). Lorsque 
( t / l ) f ( tk)  est 6gal ~ ( 89 l'entier g(tk) est pair. Nous cherchons 
6 alors le coefficient de q~t/t)ft,k) dans la somme 5Zm= oCm. Ce coefficient est 
6gal ~t a~ + a2 ofa al (resp. a2) est le coefficient de q(t/lJf(tk) dans C4 (resp. 
C2). Nous v6rifions les 6galit6s: 
al = 2l, a2 = 21e g~tk) 
puisque g(tk) est pair, aL + a2 ~ 0 et (3-30)(i) est encore d6montr6. 
1 2 ~ CAS. 5< (t/l). Nous d6duisons de (3-35) et (3-36) 
C~ + C~ + C3 + Ca + C6 ~ q~- 1/2 + ,/z)f~,k) 
(3-40) 
Si (1 - t/t) g(tk) ~ ( -  1+ t/ l ) f ( tk) ,  (3-30)(i) se d6duit de (3-40). Si 
(1 - t / l )  g ( tk )=( - l+t / l ) f ( tk )  l'entier f ( tk)  est pair. Le coefficient de 
q(-1/2+t/l)f(tk) est 6gal ~t a'l+a'2 oil a'~ (resp. a~) est le coefficient de 
qt,/t '/2)I~tk) dans C5 (resp. C~). Nous v6rifions alors: 
, , _2l~Y~,k). a  = --2l, a2 = 
Puisque f ( tk )  est pair, a'l + a~ 50  et (3-30)(i) se d+duit de (3-40). Ceci 
ach6ve la d6monstration de (3-30)(i). 
De (3-11)(ii) et (3-18) nous obtenons: 
6 
Gk(q 1/', ~t, eq l/z) = ~, Din, 
m=O 
ofl 
D O = 0 (somme des racines l-i6mes de 1), 
I--1 
01 = -2a ~ q~l/z + u/I)~l l  + uk) / (  1 __ sq~l/2 + u/o(t), 
u=0 
326 CASSOU-NOGUI~S ET TAYLOR 
l-- 1 
D2=2 e ~ q(1,.2 u..'/i,cgl l+,k)/( l _eqt l2  ~,../)~Fj), 
u=0 
l 1 
+2e ~ ~ ql .... ,,'2 ,,'title, ,§ l_eq~,,-1,2 ,,..,l~j 1), 
u=0 n 2 
D3=- -2e  ~ q("+l/2+"/l)YIl+uk)/(1--eq(n+'/2+u/'Z)~l),'~l 
u O n=l  
l--L 
D 4 = 2 ~ q,/t~l + ~)/(1 - qU/t~l), 
u=0 
l - I  ~ 
u=0 n=l  
D 6 = 2 ~ q("+ u/I)rl'~t +"k)/( 1 - ql"+"/t)~i). 
u=0 n - - I  
Nous d6duisons de (3-41): 
6 




q(1/2- u/t)~j-1 + uk)/( 1 _ eql,/2 - ,,/l)~ i- ,) 




-u/Or(- 1 + uk)/( 1 -- 8q ('/z - ~,/t)~ ]- l) 2e ~, q(1/2 ~/ 
I/2 < u<~t-- I
est congru, modulo m, ~ -2  Zt /2<u~t- l~ 'k. 
Nous v6rifions les 6galit6s: 
(3-43) 
E ~k=(~k( l+ l ) /2 - -1 ) / ( l - -~k)=- - l / ( l -~k( '+ l ) [2 ) .  (3 -44)  
l/2 <u<~l- I
De (3-42), (3-43) et (3-44) nous d6duisons la congruence (3-45) suivante: 
Gk(q l/t, ~t, eq m)  
=--2(1-b~11+k(l+l)/2)/(1--~t)(1-k~ ~'+1)/2) mod. m. (3-45) 
Puisque p #/ ,  pour tout racine primitive l-i+me de l'unit6, (1 ___ ~t) ~ 1; la 
congruence (3-45) implique: 
Gk(q l/t, ~t, Eq 1/2) ~ 1. 
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Ce qui ach6ve la d6monstration du Th6or6me 3-30. 
Pour tout couple d'entiers t et k, 1 ~< t~< 1-  1, 1 ~< k ~< l -  1, nous posons: 
r(t, k) = ~(t, k) + 213(t, k), 
(3-46) 
r(t) = r(t, 1 ). 
Nous d6duisons imm6diatement des th6or6mes (3-16) et (3-30) 
COROLLAIRE 3-47. (i) Zk((t, qt/I) ~ qar(t,k)- 1 
(i i) T,k(q 1/l, ~l) ~ q i 
IV. }~TUDE AUX PLACES DE BONNE RI~DUCTION 
Nous supposons que la courbe E est d6finie sur le corps de nombres 
K par un mod61e de Weierstrass (2-1) et que E(K) contient le point P 
d'ordre l. 
Nous fixons une extension finie L de K(E[4l])  "assez grande" et nous 
d6signons par S l'ensemble des id6aux premiers de L qui divisent 2/ ou 
pour lesquels la valuation de j (E) est n6gative. Nous appelons S-unit+ tout 
616ment de L qui est une unit6 en dehors de S. 
Les principaux outils de ce paragraphe sont la th6orie des fonctions 
elliptiques et des fonctions modulaires. Nous obtenons des analogues com- 
plexes des formules p-adiques du paragraphe pr6c6dent en consid6rant les 
d6veloppements de Fourier de nos r6solvantes aux "pointes". 
Nous savons qu'il existe un r~seau g2 de C tel que g2 = g2(f2), g3 --  g3(g-2) 
et un isomorphisme de varibt6s complexes: 
z--,(go(z),~'(z)) si zCt2 
z~O si zeg2 
off go est la fonction de Weierstrass pour le r6seau f2. Le point M de coor- 
donn6es (go(z), go'(z)) est dit de paramktre z. 
A tout ~ de C tel que 4q/el2 et 2qJ r nous associons la fonction 
J(., 2qJ) d6finie par: 
J(z, 2~)= ga'(z)/(O(z)-  go(2O)). (4-1) 
On peut remarquer que la fonction J(., 2~b) est fi une constante pr& la 
fonction D consid6r6e dans [2, IV (1-14)]. 
641,'37,3-6 
328 CASSOU-NOGUES ET TAYLOR 
Soit c~ (resp. 7, resp. if) un param6tre de P (resp. Q, resp. R) nous obte- 
nons l'6galit6: 
rk (P ,Q ,R)=J (~,2~)  ' ~ J(7+u~,2~k)(7, u~) k (4-2) 
UE F I 
Soit m = m(c~, 7, k) l'entier d6fini modulo l par l'6galit6: 
(7 ,  0~) k = e4mm/l" (4-3) 
Nous introduisons la fonction, elliptique pour f2, 
Z --~ Hm(z  , 0~, 7, ~b) = J(~ll ,  2ff)-I ~ J(z + u~, 2~) e-4 inmu/ (  
ue F I 
(4-4) 
Nous avons l'6galit6 suivante qui exprime la r6solvante comme valeur 
d'une fonction elliptique: 
rk(P, Q, R) = Hm(7, c~, 7, ~k). (4-5) 
On remarque que Hm(7, ~, 7, ~) ne d6pend que du sous-groupe C de E[I] 
engendr6 par ~. Soit Ale r6seau engendr6 par f2 et C, il est 616mentaire de 
v~rifier que l'on peut choisir un g~n6rateur ~ de C et un 616ment fl de g2 tels 
que {ct,/~} soit une Z-base de A avec Im(~/fl)> 0. Soit trl et a2 les para- 
m6tres des 616ments d'ordre 2 de E diff6rents de 2~b. 
PROPOSITION 4-6. Le diviseur de la fonction H m est donnO par: 
1 
(H,,)= ~ ~ (u~+Zs$+al+m~/ l ) - (u~+ZsO) .  
s--O ueO-i 
Ce r6sultat est essentiellement du & Abel et Hermite. Le principe de la 
d~monstration que nous allons donner est celui pr+c6demment utilis6 dans 
I-2, VI] ou [15]. 
Nous d6duisons de la d6finition de H mles propri6t6s uivantes: 
Hm(z + ~) = e4i'm/lHm(z), 
Hm(z + t~) = Hm(z), (4-7) 
H,,(z + 2~k) = --nm(z ). 
I1 suffit pour la derni6re 6galit6 d'utiliser: 
J ( z+2r  2if)= - J (z ,  2~0) [2, IV, (1-16) et VI, (2-10)]. 
Puisque le diviseur de J(., 2~,) est donn6 par: (a l )+ (a2) - (0 ) - (2 i f )  
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nous obtenons un syst6me de repr6sentants modulo s des p61es de Hm en 
consid6rant {us, us + 2~ }, 0 ~< u ~< 1-  1. 
S ix  est un z6ro de Hm nous savons par (4-7) que: {x + us, x + 2qJ + us }, 
0 ~< u <~ l -  1, est un ensemble de z6ros, non 6quivalents modulo O, de H~. 
Puisque H m est d'ordre 2l son diviseur est 6gal ~i: 
1 
(H,,)= ~ ,Y__, (us+2s~O+x)-(u~+2sqJ). (4-8) 
s=O u~l  
Nous associons ~t A les  fonctions usuelles aA et r/A, [13, VI].  Nous 
introduisons la fonctions auxiliaire: 
fm(Z) = e"zo A(z -- mfl/l)/a A(z) a A( fl/l) (4-9) 
avec w = mqz(fl)/I. 
Des propri6t6s classiques des fonctions o A et qz nous d6duisons les 
relations: 
fm(z + s) = eZi"m/lf~(z), 
(4-I0) 
fm(z + fl) = fm(Z). 
Nous posons: 
Fm(z) = J A(Z, 2tp ) fm(Z + ol ) fm(Z + 02) (4-11) 
off JA(-,2~,) est la fonction d6finie en (4-1) associ6e au couple (A, ff). 
Puisque s l~7/+ fiT/, (4-10) les propri&6s de ~A montrent que Fmest 
une fonction elliptique pour s de diviseur: 
1 
(Fm)= Y', ~, (u~+2s~+o1+mfl/l)-(us+2s~). (4-12) 
s=0 u~Fl 
Nous v6rifions en outre l'6galit6: 
Fm(z + 2~) = -F,,,(z). (4-13) 
De (4-7), (4-10), (4-11) et (4-13) nous d6duisons que H,,tFm est une 
fonction elliptique pour le reseau engendr6 par A et 2~0. Or (4-8) et (4-12) 
impliquent que cette fonction est au plus d'ordre 1. C'est donc une 
constante, d'o6 l'6galit& (Hm)= (Fm). 
Soient T et T~ les fonctions de Fueter 
T(z) = (go (~b)-  ga(2~))/(ga(z) - ga(2~)), 
T,(z) = (ga(q~)- ga(2qJ)) ,/2 (dT/dz)(z). 
(4-14) 
Nous posons 6 = al + mfl/l. 
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COROLLAIRE 4-15. Hm(z ). H ,,,(z) est kgal au produit suivant: 
4((T(z) - T(6 + 2t~))/T((@)) 
x Iq (T (z ) -  T(6 + 2s~ + u~t))/(T(z)- T(2s~ + u~)) 
(.,, u ) 
avec O<~s<~ 1, O<~u<~l- 1 et (s, u)r 0). 
Soit G m la fonction elliptique du membre de droite. Le diviseur de Test 
donn6 par: (T) = 2(0) - 2(2@). 
On d6duit de (4-6) l'6galit6: (HmH m)= (G,,,). 
Ceci implique l'existence de d6 C* tel que HmH m = dG,,. 
En utilisant (4-4), les z6ros et les p61es de J on obtient 
lim T(z) Hm(2 ) H re(Z) 
z~O 
= lim T(z)(J(z, 2r 2~b))2 =4T?2(qs). (4-16) 
z~0 
I1 suffit d'utiliser la formule d'inversion T(z )T(z+2f f )= 1, I-2, IV, 
Proposition 1-4] pour v6rifier l'6galit6 
lim T(z) Gm(z ) = 4T[2(~). (4-17) 
z~0 
Nous d6duisons de (4-16) et (4-17) que d= 1. 
Soit ~ le demi-plan de Poincar6. S i r  appartient ~ ~ nous notons g2~ 
le r6seau 7/3 + 7/. Soit x un 616ment non nul de (Q/7/)2 repr6sent6 dans Q2 
par (Xl, x2). Nous consid6rons les fonctions definies sur ~ff par: 
--, ~(x) (~)  = ~(x iT  + x2) 
--> ~ ' (x ) ( r )  = ~a'(XlT + x2) 
(4-18) 
off 8o et ga' sont associ6es ~ s 
S ix  r +y nous posons: 
J(x, y) = ~o'(x)/(~o(x)- 8d(y)). (4-19) 
Soient a (resp. c, resp. s) un 616ment d'ordre l (resp. l, resp. 4) de (Q/Z) 2. 
On suppose que c ~ Za. Nous posons 
Hm(c, a, c, s) = ~ (J(c + ua, 2s)/J(s, 2s)) e-4'~""/( (4-20) 
Si la courbe E est associ6e au r~seau 12 et si {col, co2} est une base de 
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12 sur 7/ avec o9=o91/o92~,~ r nous remarquons qu'il existe a,c, s, satis- 
faisant les hypoth6ses pr6c6dentes, tels que l'on ait: 
Zk(P, Q, R) = H,,(C, a, c, s)(og) (4-21) 
od k et m sont li6s par (4-3). 
S in est un entier >~ 1, nous notons F, le corps des fonctions modulaires 
pour le groupe de congruence F(n) dont les d6veloppements de Fourier 
aux "pointes" sont ~ coefficients dans O((,). Soit R, la clSture int6grale de 
Z[ j ]  dans F,. 
PROPOSITION 4-22. La fonction H,,(e, a, c, s) est une unitk modulaire de 
niveau 4l qui appartient ?t Rat[1/4l]. 
Pour tout ~ de SL2(TJ), nous v6rifions l'6galit& 
Hm(c, a, C,S)(~T):Hm(C~, aT, cy, sy)(z). 
Nous en d6duisons que H,,(e, a, c, s) est invariante par F(41). I1 suffit 
donc de d6montrer que pour tout choix de a, e et s les coefficients du 
d6veloppement de Fourier ~t l'infini de Hm(c, a, c, s) appartiennent 
7/[1/4/, (4~]. Ce r6sultat se d6duit de [3, (2-9)] et [2, VII]. Enfin nous 
observons grace ~ (4-6) que la fonction consid6r6e ne poss6de ni p61e ni 
z6ro dans W. 
TH~ORI~ME 4-23. Pour tout entier k non divisible par l, rk(P, Q, R) est 
une S-unitO. 
Soit pun  id6al premier, p r S, montrons que vp(vk(P, Q, R)) = 0. Grace 
au principe du d6veloppement de Fourier, nous d6duisons de (4-22) que 
H.,(e, a, e, s) est entier sur 7/[1/4l, j]. Puisque (p, 2 l )= 1 et vp(j(og))>tO 
par hypoth6se, nous en d6duisons que: 
vp(nm(c , fit, c, s)(og)) ~ 0. (4-24) 
Grace h (4-15) nous remarquons que le produit: 
Hm(C, a, c, s)(og). H_,,(e, a, c, s)(og) 
s'exprime comme un produit d'unit6s de Weierstrass de niveau 4/, 6valu6es 
en o9 et de T:-2(@). 
Or nous savons, [3], (2-9) qu'une telle unit6 est une unit6 de l'anneau 
R4l[1/41]. Elle d6finit par sp6cialisation une unit6 en p. En outre nous 
d6duisons de [2, IV (1-12) et (1-18)] que T12(@) est une unit6 en dehors 
de 2. Ainsi Hm(c, a, c, s)(og) est une unit6 en p. 
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Remarques. (1') L'agalit6 de (4-15) permet d'obtenir des resultats 
pr6cis sur la valuation du produit rAP, Q) r  AP, Q) aux places p au 
dessus de l, lorsque vl,(j(E))>~ O. 
(2 ~ A tout 6lament r de o~ on peut associer la fonction 0 complexe 
d6finie par: 
x~ 
0(z )=( l -q=)  H (1 -q~q: ) (1 -q~q:  ') 
t l  1 
avec 
q: - -  e 2irtz et qr - - - -  e2iTtz. 
Comme dans le cas local, cette fonction nous permet d'obtenir le 
d6veloppement deFourier de la fonction J(z, R) associ6e au r6seau 12~. Les 
formules obtenues ont celles de (3-11) dans lesquelles w dolt 6tre remplac6 
par q=. Les analogues de (3-16) et (3-30) nous permettent d'obtenir le pre- 
mier terme du d6veloppement de Fourier fi l'infini des unit6s modulaires 
Hm(e, a, e, s). Ainsi compte tenu de [6, Vet  VI], la nature "quadratique" 
de l'616ment de Stickelberger que nous obtenons n'est pas surprenante. 
V. FACTORISATION DE RI~SOLVANTES ELLIPTIQUES 
Ce paragraphe contient les d6monstrations des Th6or~mes 1et 2 6nonc6s 
dans l'introduction (voir Th6or~mes 5-6 et 5-8). 
Nous rappelons que nous avons fix6 (E, P) off E est une courbe ellipti- 
que d6finie sur K, munie d'un point P, d'ordre /, rationnel sur K. Nous 
d6signons par Q un 616ment de E[I] qui n'appartient pas au sous-groupe 
engendr6 par P. Nous notons ~E/K le discriminant minimal de (E, K), [13, 
VIII, section 8]. Pour tout id6al premier p de K, nous posons: 
rp = V~(~E/K). (5-1) 
SOUS nos hypoth6ses nous savons que si rp >~ 1, alors: 
rp = -vp(j(E)). (5-2) 
On pose, comme dans les paragraphes pr6c6dents, N= K(~t+ ~71). On 
rappelle que K et Q(~t) sont lin6airement disjoints. 
DI~FINITION 5-3. NOUS d6signons par 5~K(E, P) l'ensemble des id6aux 
premiers p de K, premiers ~i 2/, tels que (i) ou (ii) soit satisfait: 
(i) La r6duction de E en pest de type multiplicatif non d6compos6. 
(ii) La r6duction de E en p est de type multiplicatif d6compos6 et P 
d6finit, par r6duction modulo p, un point r6gulier. 
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On sait grace A (1-1), (1-11) et (1-16) que tout ideal premier de K, 
premier avec 2l, et ramifig dans (K(E[I])/K), appartient A 5gK(E, P). 
Soient a et b des idgaux fractionnaires de N. Nous notons: 
a ~ b (resp. a 7 b) (5-4) 
s'il existe un id6al q/de N dont les diviseurs premiers divisent 2l et un id6al 
"U de N tels qu'on air: 
ab 1=~ ( resp.  ob -1 =q/~/ f / ) .  
Soit F=Gal(N/K) .  Pour tout entier k, 1 ~<k~<l-1 nous d6finissons 
l'616ment 0k de Q[F ]  par: 
( l - -  1 )/2 
Ok= ~ r(t,k) a t  I (5-5) 
t= l  
off a, est d6fini par a,(~t) = ('~ et off r(t, k) est d6fini en (3-46). 
I1 est facile de v6rifier la congruence: 
{? - ~ ) /2  
Ok - 3k ~, (t2/l) a ,  ~ mod. 71[F]. 
t= l  
TH~ORI~ME 5-6. Soient l un nombre premier, l > 5 et k un entier, 1 <~ k <~ 
l -  1. Alors tout idbal premier p de 6PK(E, P) possbde un relkvement premier 
~3 dans N tel qu'on ait: 
~ E/K ~ ~rp 
OE~'K(E,P) 
COROLLAIRE 5-7. Soit AE/K,I le discriminant de l'extension (K(E[l])/K). 
Alors tout diviseur premier p de A E/K, t poss~de un relkvement premier ~3 dans 
N tel qdon ait: 
\4t0k 
p ] zlE/K.t 
Dbmonstration du Corollaire. L'6quivalence donn6 se d6duit imm+diate- 
ment de (5-6), puisque nous savons que tout diviseur premier de Ae/K.t 
premier • 2l, appartient ~ 5e(E, P). 
THI~ORI~ME 5-8. On suppose que tout idOal premier oft E a mauvaise 
r~duction et qui ne divise pas 2l, appartient d 5aK(E, P). Alors on a: 
{t 1)/2 
~t ( / -  1)/2 FI r(P, tQ)',, ~ el~ 
t= l  
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Remarque. On peut immediatement montrer grace fi (2-16) que 
[I(t I_ 11 )/2 T.(P, tQ) e K. 
Dkmonstration des rOsultats 
DOmonstration du Thkorbme 5-6. Nous savons par (4-23) que z~(P, Q) 
est une S-unit6. I1 nous suffit donc de d6terminer la valuation de T~(P, Q) 
pour tout rel6vement premier dans N d'un id6al premier de K de mauvaise 
r6duction. 
Soit p un tel premier. On pose: 
v,(,i(E)) = - r  
avec r ~> 1, p c~ 7/= p 7/. On suppose p V: 2 et l. 
Soit ~ un rel6vement premier de p dans K(~t) et soit hun  plongement 
de Q dans Qp dont la restriction fi K(~t) (resp. K) d6finit ~ (resp. p). On 
pose ~ = ~ c~ N. Puisque ~ est non ramifi6 dans K(~) nous avons l'6galit6: 
v:~(z~(P, Q))= v~(~2(P, Q)). (5-9) 
En outre pour tout entier m, 1 ~< m ~< l -  1 nous avons: 
v~:o~, (z~(P, Q)) = v~(r2(P, Q)~m), (5-10) 
et, compte tenu, de (2-17) 
vco,, ~ (r~(P, Q)) = v=(z~(P, mQ)). (5-11) 
Nous d6duisons ainsi de (5-9) et (5-11) 
v~ (r~(P, Q)) = v~z(z~(P, mQ)), 1 ~< m ~< l -  1. (5-12) 
Nous distinguons maintenant deux cas suivant que le param6tre de h(P) 
est une unit6 ou non. 
(A) p e 5e~(E, P). Dans ce cas le param6tre de h(P) est de la forme 
~. Le param6tre de h(Q) est n6cessairement de la forme q,O/~ off 1 ~< to ~< 
l -  1. Nous en d6duisons l'6galit6: 
h(z~(P, mQ)) = z~(~,, qmtO/l). (5-13) 
Soit $ le rel6vement de p dans N d6fini par: 
~ = ~,0.  (5-14) 
Nous dgduisons de (5-12), (5-13) et (3-47)(i), 
v,~o,,~(r~(P, Q))= rl(4r(m, k ) -  1). (5-15) 
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(B) P I ~E/K et pr P). Dans ce cas le param&re de h(P) est de 
la forme ql/t, alors que celui de h(Q) est de la forme qt/ l ( l  , avec  0 ~< t<~ l -  1. 
Pour tout entier m, 1 ~< m ~< l -  1, nous obtenons 
h(z~(P, m(Q - tP))) = z~(q 1/', ~7') (5-16) 
et grace ~t (2-10), (ii) 
z~(P, m(Q - tP))  = z~(e, mQ) (5-17) 
grace/t (5-12), (5-16), (5-17) et (3-47)(ii) nous obtenons, pour tout entier 
m, l <~m<<.l-1, 
v~o~(z~(P, a ) )= -lr~. (5-18) 
Nous d6duisons le th6or6me de (5-15) et (5-18). 
Dkmonstration du Thkorbme 5-8. On pose: 
( l  - -  1 ) /2  
0=01= ~ r(t) a /1  (5-19) 
t~ l  
off r(t) est d6fini en (3-46) et 
( / -  1)/2 
s= 2 r(t). 
t= l  
Puisque les 616ments p de 5eK(E, P) sont totalement d6compos+s dans 
(N/K) on d6duit de (5-6), par passage ~i la norme: 
(I-- 1)/2 
~4ts- m- 1)/2 (5-20) 1-I z'(P, tO)~ ~ e/K 
t= l  
I1 suffit donc de calculer s. 
LEMME 5-21. Soit tun  entier tel que 1 <~ t < l/2. Alors 
(i) S i t  est impair 
r(t) = 3t2/l si t < l/3, 
r(t) = 3(t2/l) + ( l -  3t) si l/3 < t < l/2. 
(ii) S i t  est pair 
r(t) = 3(t2/l) + t si t < 1/3, 
r(t) = 3(t2/l) + t + 2( l -  3t) si l/3 < t < l/2. 
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En utilisant 
6galit6s suivantes. 
Si test impair 
S i t  est pair 
En outre 
les d6finitions (3-15), (3-29) et (3-46) nous v6rifions les 
c~(t) = t2/1, 1 <~ t < l/2 
ct(t) = (t2/l) + t si t < l/3, 
~(t) = (t2/l) + ( l -  2t) si l/3 < t < l/2. 
2//(t) = 2(t2/l) s i t  < l/3, 
2/~(t) = 2(t2/l) + ( I -  3t) si l/3 < t < l/2. 
Ceci, compte tenu de la d6finition r ( t )= ~(t)+ 2fl(t), d6montre le lemme. 
Nous d6duisons maintenant des 6galit6s de (5-21) l'6galit6: 
(/ 1 )/2 
s=(3/l) y~ t 2 
t= l  
(la d6monstration 616mentaire est laiss6e au lecteur). Nous obtenons ainsi: 
s = ( l  2 - 1 ) /8  
d'ofi: 
41s - l ( l -  1 ) /2  = 12(1 - 1 ) /2 .  
Soit B2() O = X 2 -  X+ 1/6 le deuxi6me polyn6me de Bernoulli. On note 
O l'616ment de Stickelberger de niveau 2: 
l 1 
O= (l/2) ~ B2(t / l ) .a ,  I (5-22) 
t= l  
[7, II, paragraphe 3]. 
On v6rifie, par un calcul 616mentaire pour 1 ~< t < (//2). 
r(t) = l ( -2B2( t / l ) -  (1/2) B2({2t/ l}))  
+ B2( { 3t/l} + B2( {((l + 1 )/2)(t/l)} )) 
- B2({((l + 3)/2)(t/ l)}).  (5-23) 
On en d6duit la relation: 
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PROPOSITION 5-24. On a l'Ogalitk: 
(l 1)/2 
O=(--2--(1/2)tr2+tr3+tr~l--tr21tr3)O+(1/4)l ~ tit. 
t - -1 
337 
V| .  IDI~AL DE STICKELBERGER ELLIPTIQUE 
Le but de ce paragraphe est de d6duire de (5-6) des th6or6mes d'annula- 
tion de groupes de classes d'id~aux de certains sous-quotients de "nature 
elliptique" du groupe des classes de K(~ + ~l 1). I1 suffit pour cela d'adapter 
fi notre situation les m6thodes du cas cyclotomique [18, VI]. 
Le nombre premier 1, l> 5 et le corps K sont fix6s. Nous notons N le 
corps K(~l + ~l 1 ) et F = GaI(N/K). 
Si M est un corps de nombres nous notons CIM son groupe de classes 
d'id6aux et nous d6signons par CL'M le quotient de CIM par les classes des 
diviseurs premiers de 2/. 
L'extension des scalaires induit un homomorphisme d groupes de CI~ 
dans C[ Net donc de CI'K dans CI'N. Nous d6signons par CI'u/K le conoyau 
de cet homorphisme. 
A tout couple (E, P) constitu6 d'une courbe elliptique d6finie sur K et 
d'un point rationnel sur K d'ordre l, nous associons l'id6al de N 
99~(E, P) = 1-I ~r0 (6-1) 
p~,9~ 
off ~ est choisi tel que l'on ait (5-6) pour un point Q fix6 et k= 1. On 
remarque, grfice fi (2-17), que 9Ji(E, P) est ind6pendant du choix de Q, fi 
conjugaison pr6s par un 616ment de GaI(N/K). Nous d6signons par gN 
(resp. ~N/K) le sous-groupe de CI'N (resp. CI'N/K) engendr~ par les classes 
d'id6aux 93/(E, P) et leurs conjugu6s par F, lorsque (E, P) parcourt 
l'ensemble des couples satisfaisant les hypoth6ses pr6c6dentes. 
Soit 0 = Zll_-~ 1)/2 r(t) o71 l'616ment de Q[F ]  off r(t), 1 <~ t<~ ( l -  1)/2 est 
d6fini en (3-46). Nous d6finissons l'id~al de Stickelberger lliptique JN/K par 
l'6galit6: 
JN/K = Z[F ]  c~ 40ZEF]. (6-2) 
THI~ORI~ME 6-3. L'idkal JN/K annule le groupe de classes 8N/K. 
NOUS avons le corollaire imm6diat: 
COROLLAIRE 6-4. Si le nombre de classes de K est kgal gt 1, alors JN/K 
annule le sous-groupe ~N de Cl N. 
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Dkmonstration du Thborbme 6-3. Pour tout entier k, 1 ~< k ~< l -  l, nous 
rappelons que par restriction ~ N, ak d6finit un 616ment de F. 
LEMME 6-5. Soit I l'idOal de 27 I F ]  engendrO par I et les klkments ak -- k 2, 
oft k parcourt un systbme de reprksentants dans Z de F * / ( +_ 1 ). Alors on a: 
JN/K = 40L 
Le d6monstration de ce lemme est analogue ~i celle de [18, VI, (6-9)], 
~i laquelle le lecteur peut se reporter. 
Grace au lemme il suffit, pour d6montrer (6-3), de d6montrer que 410 et 
4(0" k -k2)O annulent o~N/K. 
Par (5-6), nous savons que 410 annule ~N/K" 
Soit (E, P) rationnel sur K. Nous savons, grace au Th6or~me 5-6, qu'il 
existe Q de EEl] et 8/ un id6al de N, dont les diviseurs premiers divisent 
2l tels que: 
ffJl(E, p)4,o = z'(P, Q) ~/k  Yg 
d'of~ l'6galit6: 
O~l(r k2}~]l(~ k2) (6-6) ?Oi(E, p)41~,k-p)o= .fl(~k-kZ)(p, Q)~e/~ ~ " 
Grace h (2-15)(ii) on sait qu'il existe ~ de N tel que: 
Nous en d6duisons l'existence d'un id6al ~ de N tel que l'on ait 
o//(,~k - k 2) = ~t/q 
et donc l'6galit6: 
~O/(E, p)4~,k k2)0=~ -k2) .V .  (6-7) 
Ce qui d6montre que 4(ak--k2)0 annule la classe de 9J/(E, P) dans 
ClrN/K . 
Soit [~/K]  la classe d6finie dans CI'N par le discriminant minimal de 
(ELK). 
Puisque [~I2,'/K] est fixe par F on remarque que 
[~/ ,d  = E~/,~] -~-~+~"~-~ 
On d6duit de (6-7): 
COROLLAIRE 6-8. [~/K]  ~ CI~ N/K. 
Nous terminerons ce paragraphe en d6montrant dans notre situation un 
rbsultat "fi la Herbrand". 
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Soit A N (resp. AN/K, resp. AK) le /-sous-groupe de Sylow de Cl'N (resp. 
CI'N/K, resp. CI'K). 
Soit o~ le caract6re de Teichmiiller de Gal(K((z)/K). 
Nous avons l'6galit6: 
/~= Hom(F, Z* )= {OJ 2i, i~ Z/(I-- 1)77}. (6-9) 
Tout 771[F]-module M se d6compose n une somme directe de Zt [F ] -  
modules 
(l 3)/2 
M= ~ M (2i) (6-10) 
i=0 
0(1 m (2i) est l'espace propre sur lequel F op6re via ~o 2i. Plus pr6cis6ment 
nous avons l'6galit6: 
M(2i)=Me2i, 0<~i<~(l-3)/2, (6-11) 
o1~1/32i est l'idempotent de 77t IF ]  d6fini par 
(1 1 )/2 
~2,=2/(l-1) ~ 0)2i(/) 0"t 1 (6-12) 
t= l  
L'extension des scalaires induit la suite exacte scind6e de 7]~[F]-modules 
suivante: 
{1} ~AK--*AN~AN/K-'* {1}. (6-13) 
Plus pr6cisSment le 7]t[F]-module At~ (resp. AN/K) s'identifie au sous- 
module de A N : 
( ( /3 ) /2  ) 
AN.S  o resp. ~ AN.82i  . 
i=1 
Soit ~r (resp. ~u/x) le /-sous-groupe de Sylow de gN (resp. gum). Nous 
avons l'6galit6: 
~N/K = d~N ('~ A U/K. (6-14) 
Nous en d6duisons: 
d~/)x = { 1 }, ~N/K--~Nr~r r (2i), 1<~i<~(l--3)/2. (6-15) 
Nous d6finissons: 
(t - 1 )/2 
C2.o~ 2,= ~ r(t)og-2~(t), 0<~i<~(l-3)/2. (6-16) 
t= l  
Grace ~ (5-21) on v6rifie que si i#  1, C2,,~ 2, appartient ~ 7]~. 
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THIEOR~ME 6-17. ( i )  9 --  {1 }. 
(ii) C2.,,~ 2, annule ,~r , 2~i<~(1-3) /2 .  
De (5-21) et (6-12) nous d6duisons la congruence: 
10=-3(l-1)/2.~2 mod. 12~t[K ]. (6-18) 
o](2} par multiplication par 3 ( l -1 ) /2 .  Or C'est donc que 10 op4re sur ~N 
nous savons par (6-3) que lO annule ~'N,.'K et donc ~)~ = ~'~).  Puisque 
t>3, {1}. 
Soit k un entier non divisible par /. Grace /t (6-3) nous savons que 
(rrk--k2)0 annule SdN/K. Ceci implique que ( r  :i annule 
sr 1<~i<~(l-3)/2. Si i>1  nous pouvons choisir k tel que k 2(* 1~1 N 
modl ,  ce qui montre que C2.,o 2, annule ~r'~(2t)N ' 2<<.i<~(l-3)/2. 
Pour tout entier n, soit B, le n-ihme nombre de Bernoulli. Le thhor4me 
6-17 nous permet d'obtenir un rhsultat "~i la Herbrand." 
COROLLAIRE 6-19. Soit i un nombre entier, 2 ~ i <~ ( l -  3)/2. Si 
g2~(2i) jv =/={1}, alors l divise biBt+l 2i, oh bi est le nombre entier 
(32~- 1 )(22~- 1 ) - 2zi(22i- a + 1 ). 
De (5-24) et [18, IV, exercice 4-2], nous obtenons la congruence 
C2,,~ 2, = 092i(,~,)(B2, 60 2i/2) mod. l (6-20) 
06 2 = ( -2  - (1/2) 0-2 + 0-3 + 0-2 1 _ r  10"3)" 
On vSrifie que ~o2~(2)= 2 2ib i. 
I1 suffit pour conclure de dhmontrer le lemme suivant: 
LEMME 6-21. Pour tout entier pair, 2 < k <<. l -  2, 
B2,,o k/:=Bt+l_~./(l+ l -k )  mod. l. 
Nous notons L~(s,x) la fonction /-adique associ6e au caract6re de 
Dirichlet X de conducteur l [18, V]. 
Grace ~ [18, V, (5-11)] nous obtenons les 6galit6s suivantes: 
L I ( -  1, 09 (t+ l ~1) = _B2, , , _k ,2  ' 
Lt ( - - ( l - k ) ,  oo ~t+l ~))= - - (1 - - I  II kl) B(t+l__k)/(l + l -k ) .  
(6-22) 
De [18, V, (5-13)], nous d6duisons la congruence: 
L l ( - -1 ,~o( t+ l -k ) )=Lt ( - - ( l - -k ) ,~( t+ l -k )  ) (mod. l) (6-23) 
ce qui d6montre le lemme. 
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EXEMPLES. Nombres  premiers irr6guliers. 
Un  nombre  premier les t  irr6gulier au sens de notre 6tude s'il existe un  
entier i, 2 ~< i~< (1 -3) /2  tel que /d iv ise  b iBt§  ~ 2~. Pour  avoir  une table de 
nombres  premiers irr6guliers au sens usuel on peut se reporter ~t [18, 
Table,  p. 350]. On  doit donc d6terminer les nombres  premiers l tels qu' i l  
existe un  entier i, 2<i~< ( l -3 ) /2  pour  lesquels l divise hi. Le rapporteur  
nous  a communiqu6 que bi ~ 0 mod. l pour  les nombres  premiers l tel que 
7 < 2i + 1 ~< l < 10000 aux exceptions uivantes pr6s: 
i l i l 
2 11 13 131 
3 1823 15 37,41,1709,2801 
4 19,29,31 17 37 
5 191,13063 18 1061,1163,11981 
6 19 19 71,317,99719 
7 9257,32009 20 71,1987 
10 337, 20333 21 179 
11 12157 22 65213 
Ainsi ~r = { 1 } pour  l e (7, 13, 17, 23, 43, 47 }; les nombres  premiers 
l tels que 7 ~< l~< 50 qui n 'appar t iennent  pas ~ rensemble  pr6c6dent sont 
irr6guliers au sens de notre 6tude. 
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